6. LA REGRESSION NON
PARAMETRIQUE



REGRESSION NON PARAMETRIQUE

Vous avez déja parlé de régression dans la premiere partie de ce cours : 'objectif est d’étudier le comportement d’une variable
aléatoire, disons Y, qui est liée a une deuxieme variable aléatoire, X, selon une fonction g(X) : Y = g(X).

'approche paramétrique consiste a avancer des hypotheses a propos de la fonction g, et ensuite estimer les parameétres
inconnus de cette fonction, a partir d’'un échantillon observé.

E.g. régression linéaire :

Parametre inconnu Erreur ou résidu
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REGRESSION NON PARAMETRIQUE

Comme nous I'avons commenté pour I'estimation non paramétrique de la densité, malgré I'approche paramétrique aie des
avantages (parcimonie, prédiction, calcul, poids de I’échantillon), les méme problemes liés au choix parfois erronée du modele se
posent ici également, d’ou I'intérét a explorer des méthodes non paramétriques.
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REGRESSION NON PARAMETRIQUE

Le probleme peut étre formaliser comme suit :

Soit Dy = {(x1,¥1), ---, (Xy, Yn)} un N-échantillon, réalisation des variables X et Y, nous souhaitons modéliser le
comportement de X comme fonction de Y, sans avancer des hypothese sur la forme de la fonction g :

Y =9g(X)+¢
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REGRESSION NON PARAMETRIQUE

Le probleme peut étre formaliser comme suit :

Soit Dy = {(x1,¥1), ---, (Xy, Yn)} un N-échantillon, réalisation des variables X et Y, nous souhaitons modéliser le
comportement de X comme fonction de Y, sans avancer des hypothese sur la forme de la fonction g :

Y — g(X) "—@4* Centré, de variance ¢*

Pour résoudre ce probleme, nous cherchons a déterminer g comme solution du probleme de minimisation suivant :

min [Y — g(X)]




REGRESSION NON PARAMETRIQUE

Le probleme peut étre formaliser comme suit :

Soit Dy = {(x1,¥1), ---, (Xy, Yn)} un N-échantillon, réalisation des variables X et Y, nous souhaitons modéliser le
comportement de X comme fonction de Y, sans avancer des hypothese sur la forme de la fonction g :

Y — g(X) "—@4* Centré, de variance ¢*

Pour résoudre ce probleme, nous cherchons a déterminer g comme solution du probleme de minimisation suivant :
min [Y — g(X)]

D’ou on obtiens (sous des conditions de régularité) :

9(X) = E(Y|X)




7. REGRESSION PAR K-PLUS-

PROCHES-VOISINS




REGRESSION NON PARAMETRIQUE : K-PLUS-PROCHES-VOISINS

Un des approches plus intuitifs consiste a utiliser les k-plus-proches-voisins pour déterminer la
valeur de g dans un point x donnee.

Soit k le nombre des voisins que I'on souhaite considerer, choisi a priori.

Pour un x donnée, soit Ny, (x) := {x; € Dy | x; € Dist” (x)[: k , ’ensemble des premiers k
k i N | Xj P
plus proches voisins de x. Dans la suite on omettra x de la notation et écrira simplement Nj,.

Pourriez-vous imaginer comment peut on définir Ga"" (x) a l'aide de cette notation ?

|dée : pensez a 'exemple de l'utilisation de k-plus-proches-voisins pour la classification, le méme
type de raisonnement s’applique ici pour la regression.




REGRESSION NON PARAMETRIQUE : K-PLUS-PROCHES-VOISINS




REGRESSION NON PARAMETRIQUE : K-PLUS-PROCHES-VOISINS

. 1
NN @) = >

{z’:a;,,; ENk}

On considere toutes les observations dans notre échantillon
d’entrainement qui sont dans la boulle de rayon k centrée sur x




REGRESSION NON PARAMETRIQUE : K-PLUS-PROCHES-VOISINS

1 Pour chacune des

~K NN observations x; choisies,
9k (ZU) — I 5 Y; on va récupérer

[) o
I'observation y;

{z’:a;,,; -~ Nk } correspondante et on en
fait la moyenne




REGRESSION NON PARAMETRIQUE : K-PLUS-PROCHES-VOISINS

On répete ce procédé
pour tout x dans
I'intervalle considéré




REGRESSION NON PARAMETRIQUE : K-PLUS-PROCHES-VOISINS

{z’:a;,,; ENk}

Telecharger le fichier TP5_Regression_partiel.ipynb :
ibalelli.github.io = Teaching > Modélisation statistique avancée




8. REGRESSION PAR
REGRESSOGRAMME



REGRESSION NON PARAMETRIQUE : REGRESSOGRAMME

Le régressogramme, et en quelque sorte I’équivalent de I'histogramme vu pour I’estimation non paramétrique d’'une densité de
probabilité.

Partitionner I'espace [m, m + [] contenant les observations de la variable X en b intervalles de taille v.




REGRESSION NON PARAMETRIQUE : REGRESSOGRAMME

Le régressogramme, et en quelque sorte I’équivalent de I'histogramme vu pour I’estimation non paramétrique d’'une densité de
probabilité.

Partitionner I'espace [m, m + [] contenant les observations de la variable X en b intervalles de taille v.

Pour tout intervalle [m + (i — 1)v,m + iv],i = 1, ..., b, procéder au comptage des Xj

N
Vi = L... 7b7 C; == Z ]I[m—l—(i—l)l/,m—i—il/] (CE‘])
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REGRESSION NON PARAMETRIQUE : REGRESSOGRAMME

Le régressogramme, et en quelque sorte I’équivalent de I'histogramme vu pour I’estimation non paramétrique d’'une densité de
probabilité.

Partitionner I'espace [m, m + [] contenant les observations de la variable X en b intervalles de taille v.

Pour tout intervalle [m + (i — 1)v,m + iv],i = 1, ..., b, procéder au comptage des Xj

N
Vi = L..., b, C; == Z ]I[m—l—(i—l)l/,m—i—il/] (CE‘])
j=1

Enfin, pour chaque x € [m + (i — 1)v,m + iv], la i-eme boite, et pour chaque i = 1, ..., b, , nous estimons la fonction de
régression en prenant la moyenne des y; correspondantes a la classe considérée. Qu’est-ce qu’on obtiens ?
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Le régressogramme, et en quelque sorte I’équivalent de I'histogramme vu pour I’estimation non paramétrique d’'une densité de
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N
Vi = L..., b, C; == Z ]I[m—l—(i—l)l/,m—i—il/] (xj)
j=1

Enfin, pour chaque x € [m + (i — 1)v,m + iv], la i-eme boite, et pour chaque i = 1, ..., b, , nous estimons la fonction de
régression en prenant la moyenne des y; correspondantes a la classe considérée :

N
~Reg o Zj:l H[’m—l—(z’—l)l/,m—l—iy] (xj)yj




REGRESSION NON PARAMETRIQUE : REGRESSOGRAMME

Les mémes observations faites a propos des limites de cette approche s’appliquent ici également : il s’agit d’'une approximation
constante par morceaux. Pour I'obtenir, nous avons du choisir a priori certains parametres :

La valeur (ou coordonnée) m
Le nombre total d’intervalles (ou boites) b

La longueur (ou volume) de chaque intervalle/boite v




9. REGRESSION PAR NOYAUX



REGRESSION NON PARAMETRIQUE : NOYAUX

Comme vu pour le cas de 'estimation de la densité, dans ce cas également une maniere naturelle pour rendre I'estimation plus
lisse est celle d’utiliser des noyaux K (un parametre de lissage v est a définir ici également).

Sur la base des éléments introduits précédemment, écrire I'estimateur §X (x) pour un noyau générique K.




REGRESSION NON PARAMETRIQUE : NOYAUX

Comme vu pour le cas de 'estimation de la densité, dans ce cas également une maniere naturelle pour rendre I'estimation plus
lisse est celle d’utiliser des noyaux K (un parametre de lissage v est a définir ici également).




REGRESSION NON PARAMETRIQUE : NOYAUX

Les mémes noyaux peuvent étre reproposeés ici :

1z

Le noyau gaussien : K(z) = = 2

Le noyau d’ Epanechnikov : K(z) = %(1 — z9)1_111(2)
Le noyau triangulaire : K(z) == (1 — |z|)I[_1 17(2)
Le noyau uniforme : K(z) = %H[_m] (2)

Télécharger le fichier TP5_Regression_partie2.ipynb : ibalelli.github.io = Teaching > Modélisation statistique avancée




10. PREDICTION NON
PARAMETRIQUE



PREDICTION

A quoi pouvez vous vous attendre lorsque vous souhaitez effectuer une prédiction pour un
nouveau point x ! Si x est a l'intérieur de l'intervalle d’entrainement ? Et si x est a I'exterieur ?




PREDICTION

. VU

"AS YOU CPAN SEE, THIS
MODEL SMOOTHLY FiTS
THE- AT MONO DONT
EXTEND IT ARARAA!




