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Resume

La maturation de l'affinité des anticorps est un processus clé de I'immunité adaptative. Il se déroule au sein des Centres Germinatifs (CGs), des micro-environnements speciaux qui se forment
suite a l'activation des cellules-B pendant une réponse immunitaire. Ici les cellules-B proliferent, mutent et se différencient. En méme temps elles sont soumises a des mécanismes de sélection
pour pouvoir produire des anticorps d’affinité croissante contre I'antigene présenté. Lobjectif de I'étude est de concevoir et analyser un modele mathématique du processus de mutation-division-
sélection des cellules-B, afin de mieux comprendre comment les differents parametres biologiques influencent la fonctionnalité du systeme. En particulier nous avons estime par des methodes

probabilistes les temps caracteristiques pour atteindre une certaine configuration (voir un ensemble) de traits des cellules-B en fonction des types de mutation autorises.

1. Hypotheses de modelisation et objectifs

5. Modeles de mutation et division, avec coalescence

Hypotheses :

— Deux classes d’acides aminees : O ou 1.

— Traits des cellules-B et de I'antigene : chianes binaires de longueur N fixe.

— Mutation : marche aléatoire sur # := {0,1}*V suivant certaines régles de saut.
— Affinité : N— distance de Hamming entre cellule-B et antigene.

Objectifs :

— Calculer les temps caractéristiques d’exploration de # .

2. Modeles de mutation simple

Mutation ponctuelle simple. A chaque pas, un acide aminé choisi au hasard change sa
classe d’appartenance. Le résultat est une marche aléatoire simple sur I’hypercube
N-dimensionnel. Nous indiguons avec P sa matrice de transition.

Mutation d’une chaine de k acides aminés. A chaque pas, nous choisissons au hasard un
bloc de k acides aminés, k& < N, et nous leur changeons leur classe d’appartenance
respective. Le graphe résultant est divisé en 2! composantes connexes, chacune
ayant structure d’hypercube (N — (k — 1))-dimensionnel.

Mutation de 1 ou 2 acides aminés, dépendante de I’affinité. A chaque pas n, la taille de
la mutation k,, dépend de la distance de Hamming D,, entre la chaine représentante la
cellule-B et celle correspondante a I'antigene :
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Mutations ponctuelles multiples. A chaque pas, avec une probabilité 1 /k, nous effectuons
i mutations ponctuelles simples independantes, 1 < i < k < N. Nous indiquons avec
P%) 1a matrice de transition correspondante, P¥) = %Zle P

3. Temps de premier passage

Soit d la distance de Hamming initiale entre cellule-B et antigéne. Nous avons déterminé
des formules explicites pour estimer le temps nécessaire pour parcourir cette distance.

TABLE 1: Estimations des temps de premier passage.

Modele Esperance Temps de Premier Passage
d—1 \oN—1—d ~d+
_ Oy +1
Mutations ponctuelle simple H(d) = Z 2‘7—1 o ]1V ~ 2% pour N assez grand
d=0 -
_ d-l SN ked odty
Mutation chaine de longueur & H(d) = - = RELE ~ 28D pour N assez
d=0 N—k

grand si 71, ¥ € méme composante connexe ; +oo sinon

Mutation de 1 ou 2 acides aminés ~ 2"~! pour N assez grand

2N 2N
: - (k) = k 1 k -
Mutations ponctuelles multiples 7'/(d) = ;2 Mz( ) m ;2 Mz( )RN(Z, d)

4. Simulations nhumeriques

Le temps de premier passage est influencé par la distance de Hamming initiale et par le
nombre de mutations ponctuelles indépendantes autorisées a chaque pas. Le meilleur
résultat est obtenu pour k£ = N, sauf dans le cas d = 1. Les courbes correspondantes ad =5
et d = 10 (Figure a droite) sont tres proches : ce phénomene est vrai pour tout d > 1.
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FIGURE 1: Dependance de Tgi)(d) par rapport a d et k respectivement.
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A ¢ = 0 un noeud arbitraire est marqué comme étant actif. A chaque pas ¢, chaque noceud
actif choisit deux voisins, indépendamment et avec remise, qui deviennent actifs a ¢t + 1. Nous
ne nous intéressons pas au nombre de fois qu’un noeud est choisi pour devenir actif. Nous
aboutissons a une marche aleatoire branchante avec coalescence sur # .

Notation 1.
Soit S; 'ensemble des nceuds actifs a l'instant ¢, |S;| sa taille.

Notation 2.
Nous indiquons avec BRW-M |la marche aléatoire branchante sur un graphe dont la ma-
trice de transition est M.

6. Temps de recouvrement partiel

Theoreme 1. Temps de recouvrement partiel pour BRW-P
NZ2e 2+ N —2

Il existe un temps 7" tel que T = O(N) et |S+| > 2V—", avec r > .

Théoréme 2. Temps de recouvrement partiel pour BRW-P (k)
Il existe un temps 7T tel que T = O(N) et | S| > 62V, avec § < 1/2.
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FIGURE 2: Simulation numérique de BRW-P (bleu) et BRW-P") (vert) pour N = 10. La droite verticale corres-

pond at = N. Les droites horizontales représentent le pourcentage théorique de nceuds recouvertes en un

temps O(N) pour BRW-P (bleu) et BRW-P\") (vert) respectivement. La vitesse du recouvrement est exponen-

tielle jusqu’a atteindre la taille indiquée par les Théorémes 1 et 2 pour BRW-P et BRW-P*) respectivement.

7. Modele de mutation-division-selection avec multiplicite

Le processus commence avec zg cellules-B identiques ayant distance de Hamming h( de
'antigéne cible : la population initiale du CG. A chaque instant, chaque cellule-B dans le
CG peut se diviser avec taux r4,;,,, mourir avec taux r, et étre soumise a sélection avec
taux rs. Un seuil est fixé pour la sélection positive. Les cellules négativement sélectionnéees
meurent, celles qui sont positivement sélectionnées sortent du CG.

Théoreme 3. Probabilite d’extinction dans CG
Soit 7., la probabilité d’extinction de la population du CG, ou z; est le nombre initial de
cellules-B dans le CG.

,alorsn,, =1
| (1= rg) (1 +7giy) D
—sinon n;, = n* < 1 oun < 1 est le plut petit point fixe de F(s) := py+ p1s + pos?, avec :

—poi=Tq+ (1 - Td) (TS(l - 7adifu) + Tdivrg)

—p1 =1 —rg)((1 - m)(% —T's) + 2rgiyTs(1 —1s))

—p2 == Tgip(1 —rg)(1 —7s)
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